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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
ΠΕΜΠΤΗ 24 ΜΑΪΟΥ 2007 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 ΘΕΜΑ 1ο 
 Α.1 Θεωρία, σελίδα 98 σχολ. βιβλίου. 
Α.2 Θεωρία - Ορισµός, σελίδα 141 σχολ. βιβλίου 
Α.3 Θεωρία - Ορισµός, σελίδα 280 σχολ. βιβλίου. 
 
Β. α. → Λ β. → Λ γ. → Λ  δ. → Σ ε.→ Σ 
 ΘΕΜΑ 2ο 
 α. 
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Άρα η εικόνα του µιγαδικού  z  ανήκει στον κύκλο µε κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα  
ρ = 1. 
 β.  
Για  α = 0  έχουµε: i0i

i
1

i20
i02z1 −=−==

+

+
=  

 
Για  α = 2  έχουµε: i011

i22
i22z 2 +==

+

+
=  

 
i. Αν Α, Β οι εικόνες των z1, z2 αντίστοιχα, τότε η απόστασή τους είναι d(A, B) 
= ( ) ( ) 2i1i1i01i0zz 21 =+=−−=+−−=− . 
 
ii. ( ) ( )ν2

2ν
1 z-z = ⇔  ( )( ) ( )ν2

ν2
1 zz −=  ⇔ ( )( ) ( )νν2 1i- −=  ⇔ ( ) ( )νν 11 −=−   για 

κάθε  ν ∈ � , που ισχύει άρα και η αρχική. 
 
ΘΕΜΑ 3ο 
 
α. H f είναι παραγωγίσιµη στο �  ως πολυωνυµική, µε 
f΄(x) = 3x2 − 3 
f΄(x) = 3(x − 1)(x + 1) 
f΄(x) = 0 ⇔ x = 1  ή  x − 1 
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f
f ΄

-1 1
-+ +

+-

  
Από τον πίνακα µεταβολών της f προκύπτει ότι η f έχει τοπικό µέγιστο στο  
x1 = −1, το  f(−1) = 2συν2θ > 0  και έχει τοπικό ελάχιστο στο  
x2 = 1, το  f(1) = (−2(1 + ηµ2θ). 
 
f΄΄(x) = 6x 
 
f΄΄(x) = 0 ⇔ 6x = 0 ⇔ x = 0 
 

f
f ΄΄ +-

+- 0

  
Προκύπτει ότι η f έχει σηµείο καµπής στο x3 = 0, το  f(x3) = −2ηµ2θ. 
 
 β.  
i. Επειδή 0θ2συν1)f(,f(x) 2lim >=−−∞=

∞−→x
 και f γνησίως αύξουσα στο  

(−∞, −1] προκύπτει: f((−∞, −1]) = (−∞, 2συν2θ]  
 
Επειδή 0 ∈ f((−∞, − 1]), υπάρχει ρ1 ∈ (−∞, − 1) ώστε f(ρ1) = 0. Η ρίζα ρ1 είναι 
και µοναδική στο (−∞, −1], αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 
αυτό. 
 
ii. Επειδή f(−1) = 2συν2θ > 0,  f(1) = −2(1 + ηµ2θ) < 0 και f γνησίως φθίνουσα 
στο [−1, 1] προκύπτει: f([−1, 1]) = [−2(1 + ηµ2θ), 2συν2θ]  
 
Επειδή 0 ∈ f([−1, 1]), υπάρχει ρ2 ∈ (−1, 1) ώστε f(ρ2) = 0. Η ρίζα ρ2 είναι και 
µοναδική στο [−1, 1], αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα αυτό. 
 
iii. Επειδή f(1) = −2(1 + ηµ2θ) < 0, +∞=

∞+→
f(x)lim

x

 και η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο [1, +∞) προκύπτει: f([1, +∞)) = [−2(1 + ηµ2θ), + ∞). 
 
Επειδή 0 ∈ f([1, +∞)), υπάρχει ρ3 ∈ (1, +∞) ώστε f(ρ3) = 0. Η ρίζα ρ3 είναι και 
αυτή µοναδική στο [1, +∞), αφού η f είναι γνησίως αύξουσα. 
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Άρα η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς 3 ρίζες στο � . 
 
γ. Έχουµε 
Α(−1, 2συν2θ)),  Β(1, −2(1 + ηµ2θ)),  Γ(0, −2ηµ2θ) 
 
Α ∈ (ε)  αφού  
2συν2θ = −2(−1) − 2ηµ2θ ⇔ 2(συν2θ) = −2 (−1) − 2ηµ2θ ⇔  
⇔ 2 − 2ηµ2θ = 2 − 2ηµ2θ  
 
Β ∈ (ε) αφού  
 −2(1 + ηµ2θ) = −2 ⋅ 1 − 2ηµ2θ)  ή  −2 − 2ηµ2θ = −2 − 2ηµ2θ. 
 
Γ ∈ (ε)  −2ηµ2θ = 2 ⋅ 0 − 2ηµ2θ  ή  −2ηµ2θ = −2ηµ2θ. 
 
δ. f(x) = y ⇔  
 x3 – 3x – 2ηµ2θ = –2x – 2ηµ2θ ⇔ 
 x3 – x = 0 ⇔ 
 x(x2 – 1) = 0 ⇔ 
 x(x – 1) (x + 1) = 0 ⇔�

 x = 0 ή x = 1 ή x = –1. 
 
 (*)1 1 3

-1 -1
E= f(x) y dx x x dx =− = −∫ ∫  

 0 13 3

-1 0

1= (x -x)dx (x -x)dx = τ.µ.2−∫ ∫  
 
 (*) x3 – x = x(x – 1)(x + 1) 
  x3 – x > 0  για x  ∈ (–1, 0). 
  x3 – x < 0  για x  ∈ (0, 1). 
 
 ΘΕΜΑ 4ο 
 α. Αφού  f, g  συνεχείς στο [0, 1] η F είναι παραγωγίσιµη στο [0, 1] µε  
 F΄(x) = f(x)g(x). 

Όµως  g(x) > 0  στο [0, 1] από υπόθεση  
και αφού f γνησίως αύξουσα στο [0, 1]  έχουµε: x ≥ 0 ⇒  
f(x) ≥ f(0) > 0, άρα f(x) > 0 στο [0, 1]. 
Συνεπώς  f(x) ⋅ g(x) > 0 στο [0, 1], έτσι 
 F΄(x) > 0 στο [0, 1]. 
Οπότε  F  γνησίως αύξουσα στο [0, 1]. 

Εποµένως για  x ∈ (0, 1] είναι  F(x) > F(0) ⇒ 0

0
F(x)>F(0)= f(t)g(t)dt∫ =0 

 
β. Είναι: 0 ≤ t ≤ x  µε  x ∈ (0, 1]. 

Αφού  f γνησίως αύξουσα στο [0, 1] έχουµε f(t) ≤ f(x) 
δηλαδή  f(x) – f(t) ≥ 0  για x  ∈ (0, 1]. 
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Ακόµη g(t) > 0 στο (0, 1]. 
άρα και  g(t) ⋅ (f(x) – f(t)) ≥ 0  µε  x  ∈ (0, 1]  και  t ∈ [0, x]. 
 Η ισότητα ισχύει µόνο όταν  t = x 
Ακόµη η  g(t) ⋅ (f(x) – f(t))  συνεχής στο [0, x] µε  x ∈ (0, 1]. 
 Άρα 

0

x g(t)(f(x)-f(t))dt > 0∫  µε  x ∈ (0, 1]. 
Εποµένως για  x ∈ (0, 1]  έχουµε: 

0 0

x xg(t)f(x)dt f(t)g(t)dt >0−∫ ∫  

0 0

x xf(x) g(t)dt f(t)g(t)dt⇔ >∫ ∫  
f(x)G(x)> F(x)⇔  

 
γ. Είναι για  x ∈ (0, 1]: g(t) > 0  για  t ∈ [0, x]. 

Ακόµη  g  συνεχής στο [0, x] άρα  
0

xG(x)= g(t)dt >0∫  για  x ∈ (0, 1]. 
Έτσι η ( )( ) ( )

F xH x
G x
=  ορίζεται και είναι παραγωγίσιµη στο (0, 1] µε 

 
2 2

F'(x)-F(x)G'(x) f(x)g(x)G(x)-F(x)g(x)H'(x)= =G (x) G (x) =  

        ( )
2

g(x) f(x)G(x) F(x)= 0G (x)
−

>  στο (0, 1]. 
 

Άρα Η γνησίως αύξουσα στο (0, 1]. Συνεπώς για  x ∈ (0, 1]  έχουµε:  
Η(x) ≤ H(1)  
δηλαδή ( ) (1)

( ) (1)
F x F
G x G
≤  

 

δ. Θεωρούµε την 
2

2

0 0
5

0

x x

x

f(t)g(t)dt ηµt dtK(x)= xg(t)dt
⋅

∫ ∫
∫  στο (0, 1]. 

 
• Αφού οι  F, G  παραγωγίσιµες στο [0, 1] είναι και συνεχείς σε αυτό 

άρα: 
 

0
lim ( ) (0) 0
x

F x F
+→

= =  

0
lim ( ) (0) 0
x

G x G
+→

= =  
Συνεπώς: 

+ +

0

x 0 x 0

0

x

x

f(t)g(t)dt F(x)lim = lim G(x)g(t)dt→ →

∫
∫  

0
0

. 0 0

'( )lim lim ( )'( )L H x x

F x f xG x+ +→ →
= = =

f συνεχής

στο 0
f(0)=   (1) 
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• Η φ(x) = ηµt2 συνεχής στο �  άρα η 
2

2

0

x ηµt dt∫  παραγωγίσιµη στο 
� , οπότε και συνεχής σε αυτό. 

Άρα 
2

2 2

0 00

x 0lim ηµt dt ηµt dt 0
x +→

  = =  ∫ ∫  
Ακόµη 5

0
lim 0
x
x
+→
=  

Συνεπώς  
2

2 202 4 40 0
0

5 4 45LH0 0 0 0

x
x

'

'

ηµt dtηµt dt ηµx 2x ηµx 2lim = lim lim lim xx 5x x 5(x )x x x x+ + + +→ → → →

    ⋅  = = ⋅  
∫∫  

21 0 0
5

= ⋅ ⋅ =   (2) 
 

Οπότε:  
2x x 2 (1)

0 0
x 5x 0 x 0 x 0 (2)
0

f(t)g(t)dt ηµt dtlim ( ) lim lim f(0) 0=0xg(t)dt
K x
+ + +→ → →

    = ⋅      
∫ ∫ =∫  

 
 
 
 


