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ΘΕΜΑ Β  
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Β1..  
Η f παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της R (διότι 2x 1 1 0    άρα 2x 1 0   για κάθε x R ) 
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(Η f πράξεις παραγωγισίμων άρα παραγωγίσιμη) 

Έστω  
 22

2x
f x 0 0 2x 0 x 0

x 1
       


 

Έστω  
 22

2x
f x 0 0 2x 0 x 0

x 1
       


 

Έστω  
 22

2x
f x 0 0 2x 0 x 0

x 1
       


 

Άρα η f γνησίως φθίνουσα στο  , 0  και γνησίως αύξουσα στο  0,  

 
 
 
 

 f 0  = ολικό ελάχιστο = 
2

2

0 0
0

0 1 1
 


 

 
Β2.  

Η f   παραγωγίσιμη στο R ως πράξεις παραγωγισίμων με     
 22

2x
f x f x

x 1

 
     

  
 

     

  
    

 

2 2 22 2 2 2 2

2 42 22

2x . x 1 2x x 1 2 x 1 2x 2 x 1 x 1

x 1x 1

              


 

x  0    

 f x

 f x

– + 0  
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   
 

   
      

2 2 2 22 2 2 2 2

4 3 3 32 2 2 2 2

x 1 2 x 1 8x2 x 1 4x x 1 2x 2x 2 8x 2 6x

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

            
    

 

 
 

2

32

2 6x
f x

x 1

 


 x R   

Έστω  
 

2
2

32

2 6x
f x 0 0 2 6x 0

x 1

      


 διότι  32x 1 0    
 

2 2 21 1 3
6x 2 x x x

3 3 3
          

3 3
x

3 3
    

Έστω  f x 0    … … 
3

x
3

  ή 
3

x
3

   

Έστω  f x 0    … … 
3

x
3

  ή 
3

x
3

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(Η f κοίλη στα 
3

,
3

 
  
 

 και 
3

,
3

 
 

 
) 

(Η f κυρτή στο 
3 3

,
3 3

 
 
 

) 

(Σημεία καμπής τα 
3 3

Α , f
3 3

  
       

, 
3 3

B ,f
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  
      

) 

2
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                          
 

 

Σημεία καμπής τα 
3 1

Α ,
3 4

 
  
 

, 
3 1

B ,
3 4

 
  
 

 

Θέσαμε 
1 1

f f
3 3

       
   

 διότι η f άρτια 

x    0   

 f x  

 f x  

– +0 0+ –
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
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Σ.Κ. Σ.Κ.Ο.Ε.
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Β3.   
Οριζόντια ασύμπτωτη όταν x   

 
2 2

2 2x x x x

x x
lim f x lim lim lim 1 1

x 1 x   
    


 

Η ευθεία (ε): y 1  οριζόντια ασύμπτωτη στο  , άρα δεν υπάρχει πλάγια ασύμπτωτη στο  . 
Ομοίως, όταν x  , οριζόντια ασύμπτωτη η ίδια ευθεία (ε): y 1 , διότι 

 
2 2

2 2x x x x

x x
lim f x lim lim lim 1 1

x 1 x   
   


 (φυσικά δεν έχει πλάγια στο  ) 

Κατακόρυφη ασύμπτωτη δεν υπάρχει διότι δεν υπάρχει 0 fx D R   στο οποίο 
0x x

lim


 ή 
0x x

lim


 ή 

0x x
lim


 να ισούται με   ή   δηλαδή δεν υπάρχει σημείο ασυνέχειας ή σημείο 0x  που είναι άκρο 

ανοιχτού υποδιαστήματος του R (το οποίο 0x  να ανήκει στο R) 

 
 
Β4.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ Γ  
Γ1.   

2x 2e x 1 0   , θέτω 2x u , τότε ue u 1 0   .  
Έστω   ug u e u 1   ,   ug u e 1    

  ug u 0 e 1 0 u 0        

Για  u 0 u uu 0 e e e 1 e 1 0 g u 0           

Για  u 0 u uu 0 e e e 1 e 1 0 g u 0           
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Για u 0  η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το   0g 0 e 0 1 0     

Άρα  g u 0 u R    

Η συνάρτηση g είναι θετική για κάθε u R  και μηδενίζεται μόνο για u 0 . Άρα η ρίζα u 0  
μοναδική λύση της g. 
 
Γ2.  
Οι f συνεχείς συναρτήσεις, f : R R  

      2 2 22 x 2f x e x 1 g x     για κάθε x R  

      2 2 22 x 2f x e x 1 g x     για κάθε x R  

  2x 2f x e x 1    για κάθε x R  

i)  αν     2x 2f x 0 f x e x 1 x R        

  2x 2f x e x 1     για κάθε x 0  και επειδή είναι συνεχής για x 0  

   2x 2f x e x 1 , x 0 1      

   2x 2f x e x 1 0     , για κάθε x 0   (2) 

     
2

2

x 2

x 2

e x 1 , x 0
1 , 2 f x

e x 1 , x 0

    
   

 

ii) αν     2x 2f x 0 f x e x 1 x R         

  2x 2f x e x 1      για κάθε x R   

   2x 2f x e x 1     , για x 0   και λόγω συνέχειας 

  2x 2f x e x 1      για x 0   (3) 

  2x 2f x e x 1   , για x 0  και λόγω συνέχειας 

  2x 2f x e x 1     για κάθε x 0 (4) 

     
2

2

x 2

x 2

e x 1 , x 0
3 , 4 f x

e x 1 , x 0

    
   

 

Επίσης   2x 2f x e x 1, x R     και   2x 2f x (e x 1), x R     . 

Οι τέσσερις αυτές συναρτήσεις επαληθεύουν τα δεδομένα άρα είναι δεκτές. 
 
Γ3.  

  2x 2f x e x 1   , x R  

  2xf x 2xe 2x    

  2 2 2x x x 2 xf x 2e 2x e 2x 2 2e 4x e 2          

   2 2 2 2 2 2 2x x 2 x x x 3 x x 3 xf 2e 2x 4 2xe x e 2x 4xe 8xe 8x e 12xe 8x e             

 2x 24xe 3 2x   
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Αλλά 
2xe 0 , 22x 3 0   για κάθε x R  

Άρα για  x 0 f x 0 f       

 για  x 0 f x 0 f       

Άρα για    
f

x 0 f x f 0


   


 όπου  f 0 0   

 για    
f

x 0 f x f 0


   


 

Άρα  f x 0   για κάθε x R  και η f κυρτή 

 
Γ4. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση      Φ x f x 3 f x     

          Φ x f x 3 x 3 f x f x 3 f x 0             διότι 

       
f

x 3 x f x 3 f x f x 3 f x 0


           


, άρα  Φ x 0 Φ     

Αλλά      Φ ημx f ημx 3 f ημx    

Άρα η δοθείσα γράφεται    
Φ

Φ ημx Φ x ημx x  


 για x 0 , άρα x 0  

 
ΘΕΜΑ Δ  
 

fD R  

Δ1.  f   συνεχής 

    π

0
f x ημx f x ημx dx π    

    π

0
f x ημx f x ημx dx π    
   

     π π

0 0

A

f x ημx dx f x ημx dx π    
  

 

    ππ

0 0
A f x ημx f x συνx dx π         

       π

0
A f π ημπ f 0 ημ0 f x συνx dx π          

  π

0
A 0 f x συνx dx π     

      ππ

0 0
A f x συνx f x συνx dx π         

         π

0
A f π συνπ f 0 συν0 f x ημx dx π         

      A f π 1 f 0 1 A π         

          f π f 0 π f π f 0 π 1        

Έστω 
       f x

g x f x ημx g x
ημx

     

          
f συνεχής

x 0 x 0
lim f x lim ημx g x 0 g 0 0 1 0 f 0 0 2
 

          

       1 , 2 f π 0 π f π π      
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           
x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x 0 f x f x ημx
f 0 lim lim lim lim 1 1 1

x 0 x x ημx x   

   
           

 

Δ2.  
i) Έστω ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στη θέση 0x x , τότε πρέπει  0f x 0   

Παραγωγίζουμε και τα δύο μέλη της     f x xe x f f x e    
        f x xe f x 1 f f x f x e        για x 0  

για         
 0

0 0

f x 0
f x x

0 0 0 0x x e f x 1 f f x f x e
 

           
    0 0 0f x x x

0 0e 0 1 f f x 0 e e 1 x 0          

Άρα  f 0 0  , άτοπο διότι  f 0 1  , άρα η f δεν παρουσιάζει ακρότατα στο R 

 
ii) Επειδή  f 0 1 0    άρα η f   δεν μηδενίζεται για καμία τιμή του x, επομένως η f   συνεχής και 

διατηρεί σταθερό πρόσημο. Αλλά  f 0 1 0    

Άρα  f x 0 x R     τότε f x R   

 
Δ3.  

1 ημx 1

1 συνx 1

  
  

 

2 ημx συνx 2    , όπου f   

Επίσης  f π π  

Άρα  f x 0 , 
     
2 ημx συνx 2

f x f x f x

 
    

     x x x

2 ημx συνx 2
lim lim lim

f x f x f x  

  
   

 
 

Έστω ότι  
x
lim f x R


  , τότε 

       f x x

x x
lim e f f x lim e x
 

    

      f x

x
lim e f f x e f κ R


      
   

 
x

x

x x

e
lim e x lim x 1

x 

  
      

  
 διότι 

x x

x DLH x

e e
lim lim

x 1




 
    

x
lim x


  , άρα κ   , άτοπο 

τότε  το  
x
lim f x


   

Άρα 
 x

2
lim 0

f x
   και 

 x

2
lim 0

f x
  

Από κριτήριο παρεμβολής, τότε 
 x

ημx συνx
lim 0

f x


  

 
Δ4. 
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 πe

1

f ln x
dx

x , θέτω y yln x y x e dx e dy      

Για τα νέα άκρα : για x 1 ln1 y y 0      

 Για π πx e ln e y y π      

Άρα 
   

π πy
y0 0

f y
e dy f y dy

e
    

Αλλά για        
f

0 y π f 0 f y f π 0 f y π        


 

 
π π π

0 0 0
0dy f y dy πdy     

   
π

0
0 f y dy π π 0    

Άρα  
π 2

0
0 f y dy π   

 πe 2

1

f ln x
0 dx π

x
   

 
 

Οι παραπάνω απαντήσεις είναι ενδεικτικές 


