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ΑΠΑΝΣΖΔΗ 

ΘΔΜΑ Α  

Α1.  Απόδεημε ζρνιηθνύ βηβιίνπ ζειίδα 217 

 

Α2.  Οξηζκόο ζρνιηθνύ βηβιίνπ ζειίδα 15 

 

Α3.  Σρνιηθό βηβιίν ζειίδα 76 κόλν ε δηαηύπωζε ηνπ ζεωξήκαηνο πνπ βξίζθεηαη 

ζην πιαίζην. 

 

Α4. α)Λάζνο, β) Λάζνο, γ) Σωζηό, δ)Λάζνο, ε) Λάζνο 

 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1. Η f  παξαγωγίζηκε ζην  0,  κε  

 
         x x x x xf x 1 x e 1 x e e 1 x e xe 0                 

 

 γηα θάζε  x 0   θαη  ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x 0   

  

Άξα f γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,  θαη ζηε  ζέζε x 0  ε f παξνπζηάδεη (νιηθό)  

κέγηζην ην  f 0 1  
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Η f   παξαγωγίζηκε ζην  0,  κε   

     x x x xf x xe e xe x 1 e , x 0              

  

     xf x 0 x 1 e 0 x 1 0 x 1            

                                   xf x 0 x 1 e 0 x 1 0 x 1            

                                   xf x 0 x 1 e 0 x 1 0 0 x 1             

 
 Άξα ε f  θνίιε ζην [0,1] θαη θπξηή ζην  1, . 

 

 Η f  γηα x=1 παξνπζηάδεη θακπή θαη 
2

M 1,
e

 
 
 

 είλαη ην ζεκείν θακπήο. 

 

Β2. Επεηδή     x

xx x x

1 x
lim f x lim 1 x e lim μοπφή

e



  

  
     

 
 

 

 

 
xx xx

1 x 1
lim lim 0

e
e

 


  


 αθνύ 

x

x
lim e


   

 ε επζεία y 0  είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ηεο 
fC  ζην   

 

 Πίλαθαο κεηαβνιώλ ηεο f - Γξαθηθή παξάζηαζε 
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Β3.  Η ζπλάξηεζε f g  νξίδεηαη όηαλ  

  g fΑ' x Α και g x Α     

 Επνκέλωο πξέπεη  

 

x 0 x 0

ln x 0 x 1

  
 

 
 άξα x 1  

 

 Άξα  f gA 1,   θαη ν ηύπνο ηεο είλαη :  

 

          

 

g x

ln x

ln x

f g x f g x 1 g x e

1 ln x 1 ln x
1 ln x e , x 1

e x
                               





   

 
     

 

 

Β4. Τν δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη 

λ

1

1 ln x
E dx

x


   

 

 Όκωο 1 ln x 0  γηα θάζε  x 1,λ αθνύ ln x 0 γηα x 1  

 Άξα  
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λ λ λ

1 1 1

λ λ

1 1

λ
λ 2 2

1
1

1 ln x 1 ln x
E dx dx dx

x x x

1
ln x dx 2 ln x ln x dx

2

1 1
ln x ln x ln λ ln λ ,λ 1

2 2

    

  


  

   

     
 

  

   

 Πξέπεη :  

 
23 1 3

Ε ln λ ln λ
2 2 2

        
2 2

2lnλ lnλ 3 lnλ 2lnλ 3 0       

 

 Αλ lnλ κ  έρνπκε 2
κ 32 4

κ 2κ 3 0 κ
κ 12

  
     


 

 Άξα  

3

3

1
ln λ 3 λ e 1

e

       απνξξίπηεηαη  

  ή    ln λ 1 λ e 1     δεθηή. 

 

ΘΔΜΑ Γ 

 

Γ1.  Έζηω   0 0A x ,f x  ην ζεκείν θαη      0 0ε : y f x f x x x     ε εμίζωζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ζ’ απηό. 
 

 Η  ε  δηέξρεηαη από ην Μ(α,0) όηαλ: 
 

           0 0 0 0 0 0 00 f x f x α x f x α f x x f x             (1) 
 

 Είλαη   xf x e 1    νπόηε ε (1) γξάθεηαη: 

   0 0 0x x x

0 0e x α α e 1 x e 1          

0 0 0x x x

0 0 0e x α α e α x e x          

 0 0 0 0x x x x

0 0e αe x e 0 1 α x e 0           
 

 Άξα  

0 01 α x 0 x 1 α        
 

 H f  παξαγωγηζηκε ηνπιάρηζηνλ 2 θνξέο ζην  κε   xf x e 1    θαη 

  xf x e 0    γηα θάζε x  επνκέλωο ε f  θπξηή ζην   . 
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 Άξα ε εθαπηνκέλε  ε  ηεο 
fC  βξίζθεηαη θάηω από απηήλ κε εμαίξεζε ην 

ζεκείν επαθήο. 
 

 Δειαδή ε εμίζωζε εθαπηνκέλεο ηεο 
fC  ζην Α δελ έρεη άιιν θνηλό ζεκείν κε 

απηή. 

 

Γ2. 

   Επεηδή   xf x e 1 0     γηα θάζε x , ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα  

 ζην  

    x

x x
lim f x lim e x α 0 α
 

        θαη  

    x

x x
lim f x lim e x α α
 

        

Άξα       
x x

f R lim f x , lim f x
 

   

Τν  0 f R  θαη f  γλεζίωο αύμνπζα, επνκέλωο ε εμίζωζε  f x 0  έρεη 

αθξηβώο κηα ιύζε 
0x  . 

 

Γ3.  Ιζρύεη   0 0x x

0 0 0f x e x α 0 α x e 0         άξα 
0x α . 

 Έρνπκε 0 0

0

α α
x xα α

x

0

e e
e 1 e 1 e 1 e 1

e α x
        


 (1) 

 Ιζρύεη ην Θ.Μ.Τ γηα ηελ f  ζην  0x ,α  δηόηη ε f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  

άξα θαη ζπλερήο 

 Επνκέλωο ππάξρεη  0ξ x ,α  ηέηνηνο ώζηε:  

 
      α

0

0 0 0

f α f x f α e
f ξ

α x α x α x


   

  
 

 

 Η (1) γξάθεηαη      0f x f ξ f α     πνπ ηζρύεη δηόηη 
0x ξ α   θαη f 

γλεζίωο αύμνπζα εθόζνλ ε f θπξηή ζην  

 

 Γ4. 

α)  Γηα θάζε x ,    xg e g α x 0    

  

          Έζηω      xh x g e g α x , x    . 

  

           Γηα 
0x x ,          0 0 0x x x

0 0h x g e g α x g e g e 0       
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           Άξα    0h x h x , x   πνπ ζεκαίλεη όηη ε h  γηα 
0x x  παξνπζηάδεη 

κέγηζην, είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ απηό θαη ην 
0x  είλαη εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ 

πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. 

 Σύκθωλα κε ην Θ.Fermat  0h x 0  . 

 

     x xh x g e e g α x       

 

Άξα   

         0 0 0 0 0x x x x x

0 0h x 0 g e e g α x 0 g e e g e 0           

    0 0 0x x x
g e e 1 0 g e 0      ύ 0x

e 1 0   

 Επνκέλωο ε εθαπηνκέλε ηεο 
gC  ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε 0x

x e  

 είλαη παξάιιειε ζηνλ x x . 

 

 

 

β) Αθνύ ε g  είλαη θνίιε, ε g  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην . 

 θαη  0x
g e 0  , νπόηε 

      0 0x xx xx e g e g e g e 0        

      0 0x xx xx e g e g e g e 0        

 

Τν πξόζεκν ηεο g  θαη ε κνλνηνλία ηεο g  θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί  

 

Άξα ε g γλεζίωο αύμνπζα ζην  0x
,e   θαη ε g γλεζίωο θζίλνπζα ζην 0x

e ,   

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. Γηα θάζε 
π π

x ,
2 2

 
  
 

 ε ηζόηεηα  

 
 

2x2
f x

2
x

f x e ημx
2
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 γξάθεηαη  

 
 

2x
f x

2e συνx


 
 

 
 

 

 Άξα  

 
 

2x
f x

2e συνx c 1 


   

 

 Γηα x 0  ε  1  γίλεηαη :  f 0 0e συν0 c e 1 c c 0        

 Επνκέλωο 
 

2x
f x

2e συνx


 , νπόηε 

 

 
     

   

2x 2
f x

2

2

x
ln e ln συνx f x ln συνx

2

x π π
f x ln συνx , x ,

2 2 2
                                     

 
    

 
 

 
     

 

 

Γ2. Η f  παξαγωγίζηκε ζην 
π π

,
2 2

 
 
 

 κε  

 
 συνx ημx xσυνx ημx π π

f x x x , x ,
συνx συνx συνx 2 2

   
        

 
 

 

 Ιζρύεη  f 0 0   θαη συνx 0  ζην 
π π

,
2 2

 
 
 

 

 

 Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη ε x 0  είλαη κνλαδηθή ξίδα θαη ζηε ζπλέρεηα όηη 

 f x 0  ζην δηάζηεκα 
π

,0
2

 
 
 

 θαη  f x 0  ζην δηάζηεκα 
π

0,
2

 
 
 

 

 

 Έζηω  
π π

φ x xσυνx ημx, x ,
2 2

 
    

 
ε νπνία έρεη πξνθαλή ξίδα ηελ 

x 0  θαη είλαη παξαγωγίζηκε ζην 
π π

,
2 2

 
 
 

κε  

 

 φ x συνx xημx συνx xημx       
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x 0 x 0
π π

φ x 0 xημx 0 ή ή x ,
2 2

ημx 0 x 0

  για κάθε 

  
   

           
   

 

 

 Τν πξόζεκν ηεο φ  θαη ε κνλνηνλία ηεο φ  θαίλνληαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα  

 

 Άξα φ γλεζίωο θζίλνπζα ζην
π π

,
2 2

 
 
 

 

 Γηα θάζε 
π

x 0
2

    ηζρύεη      φ x φ 0 φ x 0    

 Γηα θάζε 
π

0 x
2

   ηζρύεη      φ 0 φ x φ x 0    

 

 Επνκέλωο γηα θάζε 
π π

x ,
2 2

 
  
 

 έρνπκε : 

  
 

 
φ x

f x 0 0 φ x 0 x 0
συνx

         

  
 

 
φ x π

f x 0 0 φ x 0 x 0
συνx 2

           

  
 

 
φ x

f x 0 0 φ x 0 x 0
συνx
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 Άξα ζην δηάζηεκα 
π

,0
2

 
 
 

 ε f  γλεζίωο αύμνπζα θαη ζην 
π

0,
2

 


 
 ε f  είλαη 

γλεζίωο θζίλνπζα ζπλεπώο ε f  γηα x 0  παξνπζηάδεη κνλαδηθό κέγηζην ην  
 

   f 0 ln συν0 ln1 0    

 

 

 ημείωζη: 

 Μπνξνύζακε λα βξνύκε ηελ  f " x .Θεωξήζακε ηε  φ x xσυνx ημx   θαη 

βξήθακε ην πξόζεκό ηεο, ην νπνίν ρξεηάδεηαη ζην εξώηεκα Δ3. 
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Γ3. 
x 0
lim ημx 0


   θαη     

2

x 0 x 0

x
limf x lim ln συνx 0

2 

 
   

 
 

Σύκθωλα  κε  ηνλ  θαλόλα  ηνπ  D’Hospital  έρνπκε 
 

 
 
     x 0 x 0 x 0 x 0

ημxημx συνx 1
lim lim lim lim συνx

f x f x f x f x      

  
      

   
 

Δηόηη :  f x 0   γηα θάζε x 0  θαη  
x 0
lim f x 0



    άξα 
 x 0

1
lim

f x
 


 

 

 

Γ4.  Σύκθωλα κε ην εξώηεκα Γ2 ε f  γηα x 0  παξνπζηάδεη κέγηζην ην  f 0 0 . 

 Άξα γηα θάζε 
π

x 0,
6

 
 
 

 ηζρύεη 

     
2 2x x

f x 0 ln συνx 0 ln συνx
2 2

         

 
   

2 2 2x x x
ln συνx 2 2 2e e συνx e e συνx 0 1

  

       

 

 Η  
2x

2h x e συνx


   είλαη ζπλερήο ζην 
π

0,
6

 
 
 

 θαη δελ είλαη παληνύ ίζε 

κε κεδέλ, δηόηη ε ηζόηεηα ζηελ (1) ηζρύεη κόλν γηα x 0 . 
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