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Επαναληπτικά Θέµατα ΟΕΦΕ 2005 

Τα θέµατα προορίζονται για αποκλειστική χρήση της φροντιστηριακής µονάδας 
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Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
ΘΕΤΙΚΗΣ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ 

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

 
Θέµα 1ο  
Γ. 1 – (Λάθος) – 2 (Σωστό) – 3 (Λάθος) 4 (Λάθος) διότι από Θ.Μ.Τ. υπάρχει 

( )0 ,x α β∈ τέτοιος ώστε ( ) ( ) ( )
0 0f ff΄ x β α

β α
−

= >
−

διότι α<β και 

( ) ( )f fα β<    

5 (Λάθος) διότι: αν ( ) 0f x ≥  για κάθε [ ],x a β∈  τότε ( ) 0f x dx
β

α
>∫  

 
Θέµα 2ο  

α) Για κάθε ( ) ( )1 10, ln 2 2x f΄ x x x xx> = ⋅ − + ⋅ =  

( ) ( )1 2 1 lnln 2 ln 2 2 x
x x

x x x x
= − + = − + =  

β) ( )
0 0

1lim lim ln
x x

f΄ x xx+ +→ →

 = ⋅ = −∞    διότι  

      
0

1lim
x x

+→
= +∞  και 

0
lim ln
x

x
+→

= −∞  

γ) Για κάθε χ>0,  ( ) ( ) ( )
( )2

ln lnx ΄ x x x ΄
f΄΄ x

x
⋅ −

= =  

    

1 1 lnln 2 ln2 2
2

x x
x

xx x x x

x x x x

− ⋅ −
−

= = =  

Είναι 2 22 ln 0 ln 2 ln ln 0x x x e x e− ≥ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔ < ≤  
 

x 0                   e 2                  +∞  
 f΄΄(x)            +                   - 
F(x) κυρτή           Σ.Κ           κοίλη  

ε π α ν α λ η π τ ι κ ά  

2 0 0 5
θ έ µ α τ α
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2
  ( ) ( )2 22 ln 2 0f e e e= − =  
  ( )2 ,0M e  το σηµείο καµπής 

δ) 
2 21

1/ 1/ 1

ln ln lne e

e e

x x xE dx dx dx
x x x

= = − +∫ ∫ ∫  

( ) ( ) 21

1/ 1
2 ln 2 2 ln 2

e

e
x x x x   = − − + − =     

( ) ( ) ( )22 12 2 ln 2 2 ln 2 2 2e e
ee

 = − − + − + ⋅ − − −    

( ) ( )2 68 1 2 2 2 2 8e
e e

= + − − + − = − τ.µ. 

 
Θέµα 3ο  
α) ( ) ( )Re Im 1 1 0x xz z e x e x> ⇔ > − ⇔ − + >  
    Έστω ( ) 1,xf x e x x= − + ∈R . Τότε ( ) 1xf΄ x e= −  
  
     

x −∞              0            +∞  
f΄(x)            –                  + 
F(x)                     2  

 
H f για χ=0 παρουσιάζει ελάχιστο το 2. Άρα ( ) ( )0 2 0f x f≥ = >  δηλαδή 
( ) 0f x >  για κάθε x∈R  

β) ( ) ( )2
1 1 2x xw e x i e x i i = + − + + − + =   

     ( ) ( ) ( )22 2 1 1 1 2x x xe i x e x e x i i= + − ⋅ − − + + − + =  
     ( ) ( )22 1 2 1 1x x xe e x i x e x = + − − + − + +   
Έστω ( ) ( ) [ ]2 1 1, 0,1xg x x e x x= − + + ∈  
• Η g είναι συνεχής στο [ ]0,1  

• 
( )
( )
0 2 1 1
1 1 1 2

g
g

= − + = −

= + =
  Άρα  ( ) ( )0 1 0g g⋅ <  

Σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano υπάρχει ( )0 0,1x ∈ τέτοιος ώστε ( )0 0g x =  
που σηµαίνει ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον ( )0 0,1x ∈  τέτοιος ώστε 0 W να είναι 
πραγµατικός. 
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3

γ) ( )22 1xz e x= + −  το οποίο γίνεται ελάχιστο όταν η συνάρτηση 

( ) ( )22 1xh x e x= + −  έχει ελάχιστο. 
( ) ( )22 2 1xh΄ x e x= + − . Προφανής λύση είναι η χ=0 διότι 
( )0 2 2 0h΄ = − = . Είναι  ( ) 24 2 0xh΄΄ x e= + > . Άρα η ( )h΄ x ↑ . 

 
 

x −∞             0             +∞  
h΄(x)        –                    + 
H(x)                  min       

Για κάθε χ<0 ισχύει ( ) ( )0 0h΄ x h΄< =  και για κάθε χ>0 
ισχύει ( ) ( )0 0h΄ x h΄> = . Εποµένως η ( )h x  έχει ελάχιστο στο χ=0. 
Συνεπώς ο µιγαδικός  ( )0 0 1 1z e i i= + − = −  έχει το µικρότερο µέτρο.  
 
Θέµα 4ο  
α) ( ) ( ) ( )x xe f x e f΄ x f΄ x xηµ⋅ + ⋅ + = −  
     ( ) ( ) ( )xe f x f x ΄ x ΄συν ⋅ + =   
Άρα υπάρχει c∈R τέτοιο ώστε: 
     ( ) ( ) ,

xe f x f x x c xσυν⋅ + = + ∈R  
     ( ) ( )1xe f x x cσυν+ ⋅ = + . 

Για χ=0 είναι ( ) 12 0 0 2 1 0
2

f c c cσυν= + ⇔ ⋅ = + ⇔ =  

Εποµένως ( ) ,1 x

xf x xe
συν

= ∈
+

R  

Έχουµε ( ) ( ) ( )1
1 1x x

x xf x f x xe e
συν συν

συν
−

+ − = + = =
+ +

K  

β) 1 1 ,1 1 1x x x

x
x

e e e

συν
− ≤ ≤ ∈

+ + +
R  διότι 1 1xσυν− ≤ ≤  

Επειδή 1lim 0
1 xx e→+∞

=
+

, σύµφωνα µε το κριτήριο παρεµβολής είναι 

( )lim 0
x

f x
→+∞

=  
γ) Με ολοκλήρωση των µελών της (1) παίρνουµε 

( ) ( )
/ 2 / 2 / 2

/ 2 / 2 / 2

f x dx f x dx xdx
π π π

π π π

συν
− − −

+ − =∫ ∫ ∫  (2)  
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Στο ( )
/ 2

/ 2

f x dx
π

π−

−∫  θέτουµε x u= −  οπότε dx du= − .  

Για / 2x π= −  είναι / 2u π= και για / 2x π=  είναι / 2u π= −  

Άρα ( ) ( ) ( )
/ 2 / 2 /2

/ 2 /2 / 2

f x du f u du f u du
π π π

π π π

−

− −

− = − =∫ ∫ ∫ . 

Η (2) γράφεται:  
[ ] ( )/ 2

/ 2 2 /2 / 2 1 1 2I I x π
π

ηµ ηµπ ηµ π
−

+ = ⇔ Ι = − − = + =  
Εποµένως Ι= 1. 

δ) Βρίσκουµε την ελάχιστη και µέγιστη τιµή της f στο 0, 2
π    . 

     ( )
( )

( )
( ) 01

1
1
1)( 22 <

+

⋅++⋅=
+

⋅−+⋅−=
x

xx

x

xx

e
xσυνeexηµ

e
exσυνexηµxf΄  

 
    για κάθε [ ]0, / 2x π∈ . Άρα f ↓  στο [ ]0, / 2π οπότε ( ) 10

2
f =  η µέγιστη   

τιµή και ( )/ 2 0f π =  η ελάχιστη. 

    Ισχύει ( ) 10
2

f x≤ ≤  απ’ όπου προκύπτει ότι ( )
/ 2

0

0
4

f x dx
π

π
≤ ≤∫ .  


