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Ηµεροµηνία: Μ. Τετάρτη 11 Απριλίου 2012 
 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 217 την απόδειξη του Θεωρήµατος. 
Α2. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 150 τον ορισµό του µεγίστου. 
Α3. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 234 την απόδειξη του τύπου (αx)΄= αx lnα. 
Α4. i. Αληθής. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 152 τα σχόλια. 

ii. Ψευδής. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 90 τις δυνάµεις του i µε υ = 3. 
iii. Αληθής. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 165 το Θεώρηµα 1ο. 
iv. Αληθής. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 241 τον ορισµό του ρυθµού 

µεταβολής. 
v. Αληθής. Βλέπε Σχολικό Βιβλίο, σελίδα 261 το σχόλιο του Θεωρήµατος 

του Fermat. 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1. Τα πεδία ορισµού των f, g είναι αντίστοιχα τα Αf = IR και Ag = (0, +∞) 
 

• H fog έχει πεδίο ορισµού το σύνολο 
{x∈Ag και g(x)∈ Αf} ={x > 0 και g(x)∈ IR } = (0, +∞) 

Για τέτοιες τιµές του x, έχουµε:  
( ) ( ) ( )( ) ( )g x 2 ln xfog x f g x e e x−

= = = =  Ώστε  ( )( ) ( )fog x x x 0,= µε ∈ +∞  
 

• Η  gof  ορίζεται στο σύνολο 
{x∈Af  και  f(x)∈ Αg}  =  {x∈IR και x 2e 0− > } = IR 

Για τέτοιες τιµές του x, έχουµε: 
( ) ( ) ( ) ( )x 2gof x ln f x 2 ln e 2 x 2 2 x−= + = + = − + =  

Ώστε ( )( )gof x =x µε x∈ IR. 
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Παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις  fοg  και gof δεν έχουν το ίδιο πεδίο 
ορισµού, εποµένως δεν είναι ίσες. 

Β2. Για κάθε x1, x2∈IR  έχουµε  
( ) ( )1 2x 2 x 2

1 2 1 2 1 2x x x 2 x 2 e e f x f x− −≠ ⇒ − ≠ − ⇒ ≠ ⇒ ≠   Εποµένως η f είναι 1 – 1 και έχει αντίστροφη. Έχουµε  
( ) x 2y f x y e

x 2 ln y, y 0
x ln y 2, y 0

−= ⇔ =

⇔ − = >

⇔ = + >
 

Άρα f – 1(x) = lnx + 2,  x > 0 
 
Β3 Θεωρούµε την συνάρτηση  ( ) x 2 2h x e ln x 2,   x e ,  2− − = − − ∈   . 

• Η h είναι συνεχής. Πράγµατι η συνάρτηση 2xe −  είναι συνεχής, ως σύνθεση 
της πολυωνυµικής x – 2 µε την εκθετική xe , οι οποίες είναι συνεχείς. 
Εποµένως η h είναι συνεχής, γιατί προκύπτει από πράξεις των συνεχών 
συναρτήσεων 2xe − ,  lnx (λογαριθµική)   και  2 (σταθερή). 

• Είναι  
( ) 0e22e2elneeh 2e2e22e2 222

>=−+=−−= −−−−−
−−−   

και 
( ) 02ln122lne2h 22 <−−=−−= −  Οπότε: 
( ) ( ) ( )22 e 2h e h 2 e 1 ln 2 0−
− −⋅ = − − <  

Εφαρµόζεται, εποµένως το Θεώρηµα του Bolzano για την h στο διάστηµα 
[ 2e− , 2], οπότε υπάρχει x0∈( 2e− , 2) µε h(x0) = 0. Tότε  

( ) 0 0x 2 x 2
0 0 0h x 0 e ln x 2 0 e ln x 2− −= ⇔ − − = ⇔ = +  Αυτό σηµαίνει,  ότι η εξίσωση x 2e lnx 2− = +  έχει ως ρίζα τον αριθµό  

x0 ∈ ( 2e− ,2)  και αποδεικνύει το ζητούµενο. 
 
Β4. Είναι   

x 2

x x

f (x) elim lim 0(gof )(x) x
−

→−∞ →−∞
= = , γιατί   

x
x 2 x

2 2 2x x x

e  1  1 lim e lim lim e 0 0
e e e

−

→−∞ →−∞ →−∞
= = = ⋅ =      και    

x
lim x
→−∞

= −∞  
Ακόµα,  

x x

g(x) ln x 2lim lim(fog)(x) x→+∞ →+∞

+
= .  Επειδή 

x
lim (ln x 2)
→+∞

+ = +∞  και  
x
lim x
→+∞

= +∞  

έχουµε απροσδιόριστη µορφή ∞
∞

. Είναι 
x x

(ln x 2) ' llim lim 0(x) ' x→+∞ →+∞

+
= = , οπότε από 

το αντίστοιχο θεώρηµα του De L’ Hospital  έχουµε: 
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x x x

g(x) ln x 2 (ln x 2) 'lim lim lim 0(fog)(x) x (x) '→+∞ →+∞ →+∞

+ +
= = =  

Ώστε 
x x

f (x) g(x)lim lim(gof )(x) (fog)(x)→−∞ →+∞
= = 0 

 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. i Είναι 1+3α2 ≠0, οπότε: 

∫−
α+

=
x

1
dt)t(tf2  

2 e31
1)x(f                                    (1) 

Η συνάρτηση 2tf(t) είναι συνεχής, ως γινόµενο των συνεχών 
συναρτήσεων 2t και f (t), οπότε η συνάρτηση που ορίζεται από το 
ολοκλήρωµα ∫ x1 dt)t(tf2  είναι παραγωγίσιµη, άρα και η ∫− x

1
dt)t(tf2  

είναι παραγωγίσιµη. Εποµένως η συνάρτηση 
x

1
2tf (t )dt

e
−∫  είναι 

παραγωγίσιµη ως σύνθεση παραγωγίσιµων συναρτήσεων, της 
x

1
2f (t)dt−∫  µε την εκθετική ex. Το γινόµενό της επί τον αριθµό 2

1
1 3+ α

, 

δηλαδή η 
x

1
2tf ( t ) dt

2
1f (x) e1 3

−∫= + α  είναι παραγωγίσιµη. Έχουµε 
'x

1
dt)t(tf2  

2

'
dt)t(tf2  

2 dt)t(tf2e31
1e31

1)x('f
x

1

x

1 


−∫
α+=



 ∫

α+= ∫−−  

( ) )x(xf2)x(xf2)x(f 2
−=−=  

 

ii. Για κάθε  x ∈ IR  είναι f (x) > 0, αφού  1+3α2 > 0  και  
x

1
2tf (t )dt

e
−∫ >0.  Έτσι 
( )'2

'

2
2 x)x(f

1x2)x(f
)x('f)x(xf2)x('f =


⇔−=⇔−=  

Εποµένως υπάρχει  c∈ IR, ώστε 
cx)x(f

1 2 +=                                                   (2) 

H  (1)  για  x = 1  δίνει 231
1)1(f
α+

= . 

H  (2)  δίνει 2 21 1 c 1 3 1 c c 3f (1) = + ⇔ + α = + ⇔ = α  

Άρα η (2) δίνει 2 2
1f (x) x 3=
+ α

, για κάθε  x ∈ IR. 
Γ2. Έχουµε  
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2 2
2 2

2 2 2 20 0 0
0

't 1 (t 3 ) 1  t f(t)dt   dt   dt ln | t 3 |t 3 2 t 3 2
α

α α α + α  = = = + α + α + α  ∫ ∫ ∫  
 

= 2 21 1 1 4ln 4 ln 3 ln
2 2 2 3

α − α =  
Η τιµή αυτή είναι ανεξάρτητη του α. 

 
Γ3. Η f, ως ρητή,  είναι συνεχής και δύο φορές παραγωγίσιµη στο IR µε  

222222

'22'

22 )3x(
x2

)3x(
)3x(

3x
1)x('f α+−=α+

α+−=



α+=  

Το πρόσηµο της  f ΄  µε την µονοτονία και το ακρότατο της  f  φαίνονται στον 
επόµενο πίνακα: 
 

x −∞  0  +∞ 
 f ΄  + 0 −  
f   2

1
3α    

 
Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα (−∞, 0], γνησίως φθίνουσα στο  
[0, +∞) και έχει ολικό µέγιστο το 2

1f (0) 3=
α

 
Για την  f ΄΄ έχουµε: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 4

΄΄ (x 3 ) x (x 3 )xf΄΄(x) 2 2(x 3 ) (x 3 )
 + α − + α   = − = − = + α + α   

322

22

322

222

422

222222

)3x(
x6)3x(

x43x2)3x(
)3x(x4)3x(2

α+

α−
=

α+

−α+
−=

α+

α+−α+
−=  

Το πρόσηµο της f ΄΄ µε την κυρτότητα της f και τα σηµεία καµπής της 
φαίνονται στον επόµενο πίνακα:  
 

x −∞             −|α|  |α|  +∞ 
f ΄΄      +          0          − 0 +  

f 
 

2
1

4
.
α

σ κ

 2
1

4
.
α

σ κ
 

  

 
Η  f  είναι κυρτή σε καθένα από τα διαστήµατα  (−∞, −|α|], [|α|, +∞)  και κοίλη 
στο διάστηµα [−|α|, |α|]. Έχει σηµεία καµπής τα (−|α|, 1/4α2) και (|α|, 1/4α2) 
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Η  f,  ως συνεχής στο ΙR , δεν έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες. Στα +∞ και –∞ 
έχουµε: 

0x  
1lim3x

1lim)x(flim 2x22xx
==

α+
=

+∞→+∞→+∞→
 

0x  
1lim3x

1lim)x(flim 2x22xx
==

α+
=

−∞→−∞→−∞→
 

Άρα έχει οριζόντια ασύµπτωτη στο +∞ και στο  –∞  τον άξονα των  x. 
Σύµφωνα µε τα παραπάνω συµπληρώνουµε τον επόµενο πίνακα µεταβολών: 
 
x   −∞              −|α|                          0                            |α|                           +∞ 
f ΄  +             +           0              −          −  
f ΄΄    +         0             −              −               0            + 

f                        2
1

4
.
α

σ κ

                   2
1

3
max
α                         2

1
4
.
α

σ κ
 

0                                                                                                                   0 
 
Η γραφική παράσταση της  f  δίνεται στο επόµενο σχήµα: 
 

  
Παρατήρηση. Η  f είναι άρτια αφού για κάθε  x ∈ IR  το  −x∈IR  και 

)x(f3x  
1

3)x(
1)x(f 2222 =

α+
=

α+−
=−  

Εποµένως µπορούµε να την µελετήσουµε στο διάστηµα [0, +∞) και να 
επεκτείνουµε τα συµπεράσµατα στο IR. 

 
Γ4. Το ζητούµενο εµβαδό (βλέπε τη γραφική παράσταση της f ) είναι µεγαλύτερο 

από το εµβαδό  ||4
1

4
1|| E 21 α

=
α

α=  του ορθογωνίου που ορίζεται από τους 
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άξονες και τις ευθείες  x = α, 24
1y
α

= ,  και µικρότερο από το εµβαδό 

||3
1

3
1|| 22 α

=
α

α=Ε  του ορθογωνίου που ορίζεται από τους άξονες και τις 

ευθείες  x = α, 23
1y
α

= .  Εποµένως ||3
1

||4
1

α
<Ε<

α
 

Αλλιώς:  Με α > 0, επειδή 0)x(f >  είναι dx )x(f  dx |)x(f|  E
α 

0 

α 

0 ∫∫ == . Η f είναι 
γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα  [0, α], οπότε για  x∈[0, α] είναι 

)0(f)x(f)(f ≤≤α ⇔ 22 3
1)x(f4

1
α

≤≤
α

 ⇔ 04
1)x(f 2 ≥α

−   και  0)x(f3
1
2 ≥−

α
 

Επειδή οι αντίστοιχες ισότητες δεν ισχύουν σε όλο το [0, α], έχουµε 
0dx 4

1)x(f  
α 

0 
2 >



α−∫     και     0dx )x(f3

1  
 

0 
2 >


 −α∫ α  

⇔ 04
xdx)x(f  

0
2

α 

0 
>




α−
α∫      και     0dx)x(f  3

x α 

0 0
2 >−



α ∫α

 

⇔ 0
4
1E >
α

−   και 0E
3
1

>−
α

 ⇔
α

<Ε<
α 3

1
4
1

⇔ ||3
1

||4
1

α
<Ε<

α
 

 Με α < 0 θα εργαστούµε οµοίως.  
 
 
ΘΕΜΑ ∆ 
∆1. Θέτουµε  

x 2f (x) 2eg(x) ,x 2x 2
+−

= ≠ −
+

 
Τότε  

x 2
lim g(x) 1
→−

= −                                                   (1) 
και  

x 2f (x) (x 2)g(x) 2e += + + , x≠-2                                (2) 
Είναι 

x 2 x 2

x 2 x 2 x 2
lim [g(x)(x 2) 2e ] lim[g(x)(x 2)] lim 2e 0 2 2+ +

→− →− →−
+ + = + + = + =  οπότε  

x 2
lim f (x) 2
→−

=  Η f, ως παραγωγίσιµη στο IR , είναι συνεχής στο IR , άρα και στο 0x 2= − , έτσι 
x 2
lim f (x) f ( 2) f ( 2) 2
→−

= − ⇒ − =                                             (3) 
Έχουµε, µε x 2≠ −  
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+ + +− − + + − + − −

= = + = +
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= = =
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Εποµένως, εφαρµόζεται ο αντίστοιχος κανόνας του De L’ Hospital σύµφωνα 
µε το οποίο βρίσκουµε 

x 2

x 2

e 1lim
x 2

+

→−

−

+  )'2x(
)'1e(lim

2x

2x +

−
=

+

−→
= 1

 
Τότε   
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f (x) f ( 2)f '( 2) lim x 2→−

− −
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+
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+

→−

 −= + + 
=

x 2

x 2 x 2

e 1lim g(x) 2 lim x 2
+

→− →−

−
+

+
=1 

Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι η fC  είναι κοίλη, γιατί f ΄΄(x) < 0 στο IR. 
Εποµένως τα σηµεία της fC  είναι κάτω από τα αντίστοιχα σηµεία της 
εφαπτοµένης της στο σηµείο της Α(−2, f (−2)), εκτός του σηµείου επαφής που 
είναι κοινό σηµείο. Η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι: 

y f ( 2) f '( 2)(x 2) y 2 x 2 y x 4− − = − + ⇔ − = + ⇔ = +  
Άρα f (x) x 4≤ +  για κάθε x∈IR.  
Παρατήρηση. Η σχέση αυτή αποδεικνύεται και µε τη βοήθεια της συνάρτησης 
T(x)  =  f (x) − x − 4, η οποία έχει µέγιστο το T(−2) = 0. 

 
∆2. Είναι  f ( 2) f (0) 2− = = . Ακόµα η f είναι συνεχής στο [−2, 0] και παραγωγίσιµη 

στο (−2, 0), ως παραγωγίσιµη στο IR .  Εφαρµόζεται, εποµένως, το θεώρηµα 
του Rolle για την f στο διάστηµα [−2, 0], οπότε υπάρχει 0x ∈(−2, 0) τέτοιο, 
ώστε 0f '(x ) 0= . Επειδή f ΄́ (x) 0<  η f ΄  είναι γνησίως φθίνουσα στο IR , οπότε 
το x0 είναι µοναδική της ρίζα και 
• για κάθε 0x ( ,  x )∈ −∞   είναι x < x0 ⇒ f ΄(x) > f ΄(x0) ⇒ f ΄(x) > 0 
• για κάθε 0x (x ,  )∈ +∞  είναι x > x0 ⇒ f ΄(x) < f ΄(x0) ⇒ f ΄(x) < 0 
Άρα η f ως συνεχής έχει µέγιστο (ολικό) το 0f (x )  µε 0x ∈(−2, 0). 
 

∆3. Η f ΄  είναι γνησίως φθίνουσα στο IR , εποµένως είναι 1–1, οπότε  
( )2(x 5) 2(x 5)

0 0
f ' f (t x)dt f '(0) f (t x)dt 0− −

− = ⇔ − =∫ ∫                      (4) 
Αρκεί να δείξουµε, ότι η (4) έχει µοναδική ρίζα στο IR την x = 5.  



×
á
ó
éá
êÞ
ò 
Ï
Ì
ÉË
Ï
Ó
 Ö

Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÙ
Í

Ð
Å
ÉÑ
Á
ÉÁ
Ó

ΟΜΟΣΠΟΝ∆ΙΑ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΩΝ ΕΛΛΑ∆ΟΣ (Ο.Ε.Φ.Ε.) – ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 2012 Ε_3.Μλ3ΘΤ(α) 
 

ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑ∆ΑΣ ΣΕΛΙ∆Α: 8 ΑΠΟ 8 
 

Πράγµατι, για  x = 5  η (4) επαληθεύεται, γιατί γίνεται  0

0
f (t x)dt 0− =∫ . 

Για να δείξουµε την µοναδικότητα της ρίζας θεωρούµε την συνάρτηση  
2(x 5)

0
h(x) f (t x)dt−

= −∫ , x∈IR. 
Θέτουµε  t – x = u,  οπότε dt = du. Για  t = 0  το  u = – x  και για  t = 2 (x – 5) 
το u = x – 10, εποµένως 

x 10 x 10 x

x 0 0
h(x) f (u)du f (u)du f (u)du− − −

−

= = −∫ ∫ ∫  
Επειδή η  f  είναι συνεχής,  η συνάρτηση φ(x) = x

0
f (u)du∫  είναι 

παραγωγίσιµη, εποµένως και οι συνθέσεις των  x – 10  και  –x  µε την φ είναι  
παραγωγίσιµες µε  ( )x 10 '

0
f (u)du ' (x 10) f (x 10) f (x 10),−

= − − = −∫  

( )x '
0

   f (u)du ' ( x)f ( x) f ( x)−

= − − = − −∫  
Εποµένως  η h  είναι παραγωγίσιµη, ως άθροισµα παραγωγίσιµων 
συναρτήσεων, µε  

h'(x) f (x 10) f ( x)= − + −  
Επειδή, από το ερώτηµα ∆1 f (x) x 4≤ +  για κάθε x∈IR , είναι  

h'(x) f (x 10) f ( x) (x 10) 4 ( x) 4 2 0= − + − ≤ − + + − + = − <  
Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα, εποµένως και 1–1, που σηµαίνει ότι η ρίζα 
της είναι µοναδική. Αυτό αποδεικνύει το ζητούµενο.  

∆4. Στο ερώτηµα ∆1 δείξαµε ότι f '(x) 0<  στο 0(x , )+∞  µε x0∈(−2, 0). Εποµένως η 
f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [0, )+∞ . Είναι z i 0+ ≥  και  
z 1 1+ ≥ > 0, αφού το µέτρο κάθε µιγαδικού είναι µη αρνητικός αριθµός. Τότε, 

µε z x iy,x, y IR= + ∈  παίρνουµε:  
 ( ) ( )f z i f z 1 z i z 1+ ≤ + ⇔ + ≥ +  

1|iyx|  |i)1y(x| ++≥++⇔  
1yx)1y(x 2222 ++≥++⇔  

( ) ( )222
2

22 1yx)1y(x ++≥++⇔  

1yx2yx1y2yx 222222 ++++≥+++⇔  

22 yxy +≥⇔  

y 0⇔ ≥   και  ( )22 2 2y x y≥ +  
y 0⇔ ≥   και  2x 0≤   
y 0⇔ ≥   και  x = 0, άρα z iy, y IR+= ∈ , φανταστικός.  


