
  � ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2021  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ & ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΘΕΜΑ Α Α1. ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ, ΣΕΛ. 135 Α2. ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ, ΣΕΛ. 51 Α3. ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ, ΣΕΛ. 23 Α4. α. Σ  β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ ΘΕΜΑ Β  Β1.   Για κάθε  θέτουµε  µε  Οπότε   Οπότε   Β2.  Η f είναι συνεχής στο � ως γινόµενο συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιµη µε  
• Οι ρίζες και το πρόσηµο της f’ φαίνονται στον παρακάτω πίνακα               Η f είναι γνησίως αύξουσα στο  Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  Στο  η f παρουσιάζει µέγιστο το   Β3. H  είναι παραγωγίσιµη στο µε   Οι ρίζες και το πρόσηµο της f’’ φαίνονται στον παρακάτω πίνακα                



  � ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2021  H f είναι κοίλη στο  Η f είναι κυρτή στο  Το σηµείο , δηλαδή  είναι ΣΚ Για τις ασύµπτωτες: Για  
•    Θέτουµε  Για είναι  , οπότε   Άρα η f δεν έχει ασύµπτωτες στο  Για   
•   Θέτουµε  Για  είναι  Οπότε   
•   Άρα , οριζόντια ασύµπτωτη της Cf στο  Β4. i.  οπότε    αφού  αφού       οπότε     (αφού η f είναι συνεχής στο R άρα και στο ) Άρα, . ii. Για  η εξίσωση δεν έχει λύσεις στο . Για  η εξίσωση  έχει µοναδική λύση την . 



  � ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2021  Για  η εξίσωση  έχει µοναδική λύση την . Για  η εξίσωση  έχει δύο λύσεις µια στο  και µια στο . Για  η εξίσωση  έχει µια λύση στο διάστηµα .  ΘΕΜΑ Γ Γ1.   
• Στο διάστηµα η f έχει τύπο  και είναι συνεχής ως πολυωνυµική. ● Στο διάστηµα η f έχει τύπο και είναι συνεχής. 
• Εξετάζουµε αν η f είναι συνεχής στο . Έχουµε:    Αφού , τότε η f είναι συνεχής στο . Αρα η f είναι συνεχής στο . - Για  έχουµε:   Εποµένως  - Για   έχουµε:  Εποµένως  Αφού   Τότε η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο . Γ2.   i. 
• Η f είναι συνεχής στο . 
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• Η f είναι παραγωγίσιµη στο µε  
•  ii. Με  Έχουµε    Άρα  το µοναδικό σηµείο του διαστήµατος   για το οποίο ισχύει  Γ3.   Για κάθε  Έχουµε :  Το τριώνυµο  έχει διακρίνουσα , αφού  Επειδή  θα ισχύει ότι  για κάθε  Άρα,  για κάθε 	όποτε δεν υπάρχουν σηµεία της Cf µε αρνητική τετµηµένη στα οποία η εφαπτόµενη της είναι παράλληλη στον άξονα x’x.  

•   Γ4.  Έχουµε για κάθε .  
• Για είναι  .  
• Για  είναι . Το πρόσηµο της , η µονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα                                                                                                       

• Αφού  στο  και η f είναι συνεχής στο , τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα .  
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• Άρα  στο  και η f είναι συνεχής στο , τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα . Άρα στο  η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το .  Εποµένως ισχύει  για κάθε . ΘΕΜΑ ∆ ∆1.   Θεωρούµε τη συνάρτηση . Η συνάρτηση Κ είναι συνεχής στο  ως διαφορά των συνεχών συναρτήσεων    Οπότε . Άρα σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  τέτοιο ώστε . Η Κ είναι παραγωγίσιµη στο  µε   για κάθε . Άρα η Κ είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε η x0 είναι µοναδική ρίζα της εξίσωσης  δηλαδή της εξίσωσης   ∆2.  Η f είναι συνεχής στο  ως αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ συνεχών συναρτήσεων. Για κάθε  έχουµε :  Έχουµε      Το πρόσηµο της f΄, η µονοτονία και τα ακρότατα της f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα      –  +



  � ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2021  Άρα η f στο x0  παρουσιάζει ελάχιστο το    ∆3.  Οι τετµηµένες των κοινών σηµείων των Cg  και Ch είναι οι λύσεις της εξίσωσης  
• Για  η εξίσωση (1) είναι αδύνατη. 
• Για  έχουµε :       . Επειδή η f παρουσιάζει ελάχιστο στο x0 ισχύει  για κάθε µε την ισότητα να ισχύει µόνο για  Άρα . Εποµένως το σηµείο µε τετµηµένη x0 είναι το µοναδικό κοινό σηµείο των Cg και Ch. Οπότε  Η g είναι παραγωγίσιµη στο  µε  Η h είναι παραγωγίσιµη στο  µε  Έχουµε  και   Οπότε  Άρα στο µοναδικό κοινό σηµείο µε τετµηµένη x0 οι Cg  και Ch  έχουν κοινή εφαπτοµένη. ∆4.  Η απόσταση των σηµείων  και  είναι  (αφού  για κάθε ) 
• Αν η φ δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε το x0 είναι κρίσιµο σηµείο της φ. 
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• Αν η φ είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η συνάρτηση d είναι παραγωγίσιµη στο x0, µε    Η συνάρτηση d στο x0 που είναι εσωτερικό σηµείο του   είναι παραγωγίσιµη και παρουσιάζει ελάχιστο σ’ αυτό, οπότε  σύµφωνα µε το θεώρηµα Fermat ισχύει ότι:                Άρα το x0 είναι κρίσιµο σηµείο της φ.  Οι παραπάνω απαντήσεις είναι ενδεικτικές   


