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ΑΑΠΠΑΑΝΝΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  

 
ΘΘΕΕΜΜΑΑ  1100  
 
Α. Θεώρηµα σελ. 251. 
Β. Ορισµός σελ. 213. 
Γ. α)  Σ β)   Σ γ)  Λ δ)  Λ ε)  Λ 
 
 
ΘΘΕΕΜΜΑΑ  2200  
 
Α. α) ( ) ( )2 1 2 1 ,z i Rλ λ λ= + + − ∈  
Έστω      z x yi= + , τότε θα είναι : 

2 1 1 2
2 1 1 1, 2

x x
y y x y x

λ λ
λ

= + − =⎧ ⎧
⇔⎨ ⎨= − = − − = −⎩ ⎩

 Άρα ο µιγαδικός z ,  βρίσκεται πάνω στην 

ευθεία  y=x-2. 
 
β)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Φέρνουµε ΟΜ κάθετη στην ευθεία. Το σηµείο Μ είναι η εικόνα του µιγαδικού µε το 
ελάχιστο µέτρο. Το σηµείο Μ είναι το µέσο του τµήµατος ΑΒ  µε Α(2,0) και Β(0,-2) , 
αφού το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές. Άρα   

( ), 1, 1
2 2

A B A Bx x y y+ +⎛ ⎞Μ =Μ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Εποµένως ο 0 1z i= −  είναι ο µιγαδικός αριθµός  

µε το ελάχιστο µέτρο, µε  ( )22
0 1 1 2z = + − = . 

 
Β. Έστω  w iα β= + , τότε : 2 2 212 1 12 1w w i i iα β α β+ − = − ⇔ + + − − = −  

οπότε β=1 και 2 21 12 1 12 0 , 4 , 3α α α α α α+ + − = ⇔ + − = = − = . Άρα  
w=-4+i  ,  w=3+i. 
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ΘΘΕΕΜΜΑΑ  3300  
 
Α.  
f(x)  ≥  1 άρα  f(x)  ≥  f (0)  
Άρα η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το f (0)  
Από Θεώρηµα Fermat έχουµε ότι f '(0) 0=  (1) 

x 1f '(x) a ln a
x 1

= −
+

 άρα x 0>  από (1) 

0 1a ln a 0
1

ln a 1
a e

− =

=
=

 

 
Β. 
 
Για eα =  

α.  
( )

x
2

1f ''(x) e ln e 0
x 1

= + >
+

 

( )
x

2
1e 0

x 1
+ >

+
 

Άρα η f είναι κυρτή 

β.  x 1f '(x) e
x 1

= −
+

 

x 0=  προφανής ρίζα της f '(x) 0=  
f ''(x) 0>  άρα f '  γνησίως αύξουσα  εποµένως η 0x =  είναι µοναδική ρίζα 
της f ′ . 
 

• Για x 0<  
  

  
f '(x) f '(0)
f '(x) 0

<
<

     

 
• Για x 0>  

 
f '(x) f '(0)
f '(x) 0

>
>

 

 
x  -1                           0                     +∞  
( )′f x  - + 

( )f x    

 

0
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γ. Θέτω [ ] [ ]( ) ( 2) ( ) 1 ( 2) ( ) 1g x x f x fβ γ= − − + − −  
η g  είναι συνεχής στο [1,2] ως άθροισµα και γινόµενο συνεχών 
συναρτήσεων. 

(1) 1 ( ) 0
(2) ( ) 1 0
g f
g f

β
γ

= − <
= − >

 διότι ( ) 1f x >  για κάθε 1x > −  

άρα από Θ. Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 0x  έτσι ώστε 0( ) 0g x =  
 
ΘΕΜΑ 4Ο  
 
α. Υπολογίζουµε το παρακάτω όριο: 

 
2 2 2

2 2 20 0

2 2

2 2 2 20 0

20

1 1 (1 1 )(1 1 )lim lim
(1 1 )

1 (1 )lim lim
(1 1 ) (1 1 )

1 1lim
21 1

t t

t t

t

t t t
t t t

t t
t t t t

t

→ →

→ →

→

− − − − + −
= =

+ −

− −
= = =

+ − + −

= =
+ −

 

 

0 0
0

( )lim ( ) lim ( ( ) 3)
x

x x

H xG x f t dt
x+ +→ →

= − +∫  

Ισχύει ότι: 

0( )
0

0

0 0 0 0

( ( ) )
( ) ( )lim lim lim lim ( ( )) 0

1

x

x x x x

tf t dt
H x H x xf x
x x+ + + +→ → → →

′
′

= = = =
′

∫
 άρα 

 

0
lim ( ) 0 0 3 3
x

G x
+→

= − + =  

Ακόµα ισχύει ότι: 
2

20

1 1 1(0) 6 lim 6 3
2x

tG
t+→

− −
= ⋅ = ⋅ =  

 
Εποµένως  

0
lim ( ) (0)
x

G x G
+→

=  άρα η G  συνεχής στο 0 και η G  είναι συνεχής στο (0,2] 

ως άθροισµα συνεχών. 
 

β)  
0

( )( ) ( ) 3
xH xG x f t dt

x
= − +∫  

παραγωγίσιµη  διότι η f είναι συνεχής άρα 
0

( )
x

f t dt∫  και ( )H x παραγωγίσιµες άρα και 

η ( )H x
x

 παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγίσιµων  συναρτήσεων. Συνεπώς  και η 

( )G x  παραγωγίσιµη µε : 
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2

2 2 2

2

'( ) ( ) ( ) ( )'( ) ( ) ( )

( ) ,0 2

H x x H x x f x H xG x f x f x
x x x

H x x
x

⋅ − ⋅
= − = − −

= − < <
 

γ. Η G  συνεχής στο [0,2] 

 Η G  παραγωγίσιµη στο (0,2) µε 2

( )( ) H xG x
x

′ = −  

 

2

2 2
0

0 0
2 2 2

0 0 0

(0) 3

( )
(2)(2) ( ) 3 ( ) 3
2 2

( ) 2 ( ) ( 2) ( )
03 3 3 3

2 2 2 2

G

tf t dt
HG f t dt f t dt

tf t dt f t dt t f t dt

=

= − + = − + =

−
= − + = + = + =

∫
∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

άρα (0) (3)G G=  και από το Θ. Rolle υπάρχει τουλάχιστον ένα (0,2)a∈  ώστε 

2

( )( ) 0 0 ( ) 0H aG a H a
a

′ = ⇔ − = ⇔ =  

 
δ) 

2 0 0
2

0 0

( ) ( )
( ) ( )

3 ( ) ( ) (0)( ) ( ) . (1)
0

t f t dt f t dt
t f t dt f t dt

a
G a G a GG΄ G΄
a a

ξ α

ξ α

α ξ
ξ

ξ ξ

= ⇔− = ⇔

− −
= ⇔ =

−

∫ ∫
∫ ∫  

 
Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ  για την G(x) ,στο διάστηµα (ο,α). 
G(x) : συνεχής στο [0,α] , παραγωγίσιµη στο (ο,α) οπότε θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 

( )0,ξ α∈ : ( ) (0)( ) .
0

G a GG΄
a

ξ −
=

−
εποµένως καταλήγουµε στην (1). 

 


